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ResumenEl presente trabajo está dirigido a la investigaión de estruturas de datos y algoritmos e�-ientes para implementar Sistemas de Informaión Geográ�a(SIG) urbanos. Los algoritmosy estruturas de datos referidos son aquellos dentro del ampo de la Geometría Compu-taional, lo ual onstituye una parte importante en estos sistemas. Prinipalmente se hadesarrollado una estrutura denominada onvex DCEL, que no es más que una partiión delplano donde todas sus regiones tienen la forma de polígonos onvexos, en los uales quedanontenidos los objetos de la iudad. Sobre esta estrutura se han desarrollado un onjunto dealgoritmos que permiten su reaión y la realizaión de onsultas sobre la misma, la visuali-zaión tridimensional de los objetos, y la atualizaión y modi�aión de estos. Los objetosque han sido tratados son las manzanas y los edi�ios, aunque se han tenido en uenta otros.Las onsultas fundamentales son: la identi�aión de puntos, tanto en el plano omo enel espaio, además, la identi�aión de áreas dentro de la iudad. Se demuestran en estetrabajo aspetos positivos de las estruturas de datos y algoritmos utilizados, obteniendoalgunos resultados signi�ativos.Palabras laves:SIGGeometría Computaionalonvex DCELalgoritmostridimensionalpartiiones onvexas
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Capítulo 1Introduión
Este trabajo está orientado a la investigaión de algoritmos geométrios y estruturas dedatos e�ientes dentro de la geometría omputaional, espeí�amente dentro del área dela implementaión de Sistemas de Informaión Geográ�a(SIG); y más espeí�o aun en losSIG urbanos.El término Sistema de Informaión Geográ�a o SIG se aplia atualmente a los siste-mas omputarizados de almaenamiento, elaboraión y reuperaión de datos on equipos yprogramas espeí�amente designados para manejar los datos espaiales de referenia geo-grá�a y los orrespondientes datos ualitativos o atributos. La tenología del SIG puedeayudar a estableer la omuniaión de varios setores proporionando no solamente las he-rramientas de gran alane para el almaenaje y el análisis de datos espaiales y estadístiosmultisetoriales, sino que también integra las bases de datos de los diversos setores en unmismo formato, estrutura y mapa en el SIG. Los sistemas de informaión geográ�a tienentres omponentes prinipales: los equipos, los programas informátios, los reursos humanosy la organizaión que hae que el sistema funione [dSdlF99℄. Estos sistemas son de granutilidad en un número elevado de proyetos urbanos relaionados on las omuniaiones,las onstruiones, las redes de transporte, de vías, de serviios, y muhos más; en sentidogeneral se onsultan hoy en día estos sistemas para ualquier trabajo que se realie dentrode la iudad siempre que este lleve un estudio profundo y plani�aión adeuada.2



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 3La omponente que nos interesa a nosotros es la onstituida preisamente por los pro-gramas informátios y el almaenamiento de la informaión. Dentro de esta omponente sepuede haer una distinión entre los sistemas de tipo �Raster� y los sistemas de tipo �Veto-rial�, en nuestro aso hemos trabajado en la implementaión de un sistema Vetorial, el ualpresenta algunas ventajas, entre las que se enuentran: la neesidad de menor apaidad dealmaenamiento que en los sistemas Raster, el mapa original puede representarse en su reso-luión original, y además múltiples atributos pueden ser fáilmente representados. Aunquese presentan iertas desventajas las uales nos afetan diretamente a nosotros omo desa-rrolladores de estos sistemas y esto se debe a que los algoritmos para las funiones realizadasson más omplejos que los de los sistemas Rasters.En el mundo en general existen varios sistemas ya reados, los uales son omerialesy presentan una alta alidad, entre los uales se pueden destaar MAPINFO, ARCVIEW,ILWIS entre otros, los uales tienen disponible versiones para PC. A pesar de todos estostrabajos anteriormente realizados queda muho por investigar y por haer dentro de estamateria on vistas a mejorar los algoritmos y así ganar en rapidez tanto al onsultar omoal introduir datos, ganar en preisión, en ahorro de memoria, en utilidad y failidad parael usuario, que en este aso, no tiene que ser un espeialista en omputaión. En nuestrafaultad se viene trabajando en este tema desde hae ya algunos años dentro del grupo deinvestigaión de Geometría Computaional. Se han realizado varios trabajos on respetoal tema urbano inluso, por lo que se uenta on ierta experienia. Se puede menionar,por ejemplo, los trabajos de diploma de varios estudiantes graduados en años anteriores, losuales fueron parte signi�ativa de la bibliografía utilizada para llevar a abo este trabajo.Dentro de un SIG, y para ser más espeí�o dentro la omponente software del mis-mo pudiéramos distinguir partes que serían la informaión espaial y grá�a, que nosotrostratamos omo informaión geométria, y el tratamiento de datos desriptivos no grá�os,omo la informaión estadístia, onjuntamente on los datos espaiales a los que están re-laionados. La parte que onierne a este trabajo es preisamente la parte geométria delproblema, siendo esta una parte fundamental y la más ompliada desde el punto de vistaalgorítmio. Además siempre se ha pensado en una soluión que permita tratar todas laspartes del problema lo mejor posible.



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 4En el pequeño sistema que hemos implementado se trabajó en una estrutura de datosque soporta parte de los objetos fundamentales que se enuentran en una iudad, omo sonlos edi�ios y las manzanas y que de forma e�iente realiza varias onsultas geométrias1 ypermite una visualizaión también muy e�iente en terera dimensión(3D) de los edi�iosde la iudad. El haber obtenido algunos logros en uanto a las estruturas de datos y losalgoritmos no sólo tienen un valor teório, sino que al lograr mejoras en tiempo y espaiopermiten realmente que en la prátia se puedan mejorar los sistemas ya existentes y rearotros que permitan obtener mejores resultados on menos reursos de hardware y en unmenor tiempo para el usuario.Para lograr estos resultados se han utilizado algoritmos basados en el trabajo on po-lígonos fundamentalmente y la estrutura de datos utilizada es básiamente un grafo quepartiiona el espaio(plano), lo ual permite tener de forma implíita relaiones geométriasentre todos los objetos que se ontienen en el mapa, introduiendo nosotros la utilizaiónde una partiión onvexa del plano, lo ual permite, de forma senilla y e�iente, realizaruna ordenaión en los objetos del mapa y efetuar algoritmos de búsqueda. Otro resultadoque hemos introduido es el haber trabajado on una aritmétia de valores enteros asi enla totalidad del proyeto, lo que trae omo ventajas una mayor rapidez en los álulos ymenos problemas de preisión. Para llegar a este resultado hemos onsultado varios librosde Geometría Computaional inluso algunos más partiulares que tratan de su apliaióndentro de los SIG. Estos libros han ayudado muho en la obtenión de algoritmos e�ientespara el trabajo on los objetos más primitivos que se tratan en este trabajo omo son lospuntos, los segmentos, las líneas o retas, rayos o semiretas y polígonos. Además en ellosse ofreen ideas aera de omo afrontar este tipo de problemas y se muestra el trabajo onotras estruturas ampliamente estudiadas, tales omo: las redes irregulares de triángulos,triangulaiones de Delaunay y Diagramas de Voronoi.Como objetivo prinipal se enuentra el desarrollar las bases para un SIG que uente onnueva funionalidad e inluya todo un trabajo teório e investigativo que haga de este, un1Tipo de onsultas que se re�eren a la relaión geométria que guardan los objetos. Ejemplo: objetosveinos de algun objeto determinado.



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 5sistema e�iente. Se desea que el sistema a desarrollar no tenga un uso partiular, sino quetenga la su�iente �exibilidad y adaptabilidad para poder inorporar en el mismo nuevasfunionalidades. Además de desarrollar todo este onjunto de algoritmos y estruturas dedatos para darlos a onoer on el �n de que puedan ser utilizados en un futuro por ualquierotra entidad, la ual les pueda dar un uso ompletamente positivo. Como proyeto futurotambién se viene manejando entre varias entidades de la provinia, la onstruión de unSIG de la Ciudad de La Habana donde nuestro sistema podría jugar un importante papel.El trabajo esrito está formado por 3 apítulos, exluyendo la introduión y las on-luiones, los uales tratan, en ese mismo orden, las estruturas de datos más omunmenteusadas para afrontar estos tipos de problemas, y las partiiones onvexas; así omo las basesteórias fundamentales en las que se basa el proyeto. El que le sigue onstituye la expli-aión de las propiedades y operaiones que se utilizan para la formaión de la partiiónonvexa, analizando previamente un onjunto de preliminares en uanto a estruturas dedatos y algoritmos empleados. El siguiente, muestra las apliaiones de la partiión onvexa,inluyendo un onjunto de algoritmos que operan sobre esta y muestran sus aspetos posi-tivos. Posteriormente tenemos el apítulo que trata de la estrutura que presenta el sistemaimplementado, su diseño de lases y su relaión direta on las estruturas de datos. Lógia-mente ontinúa el trabajo on las onlusiones y las propuestas para seguir desarrollando yomplementar estas ideas, también problemas que quedan abiertos para todos aquellos queestén interesados en el tema.



Capítulo 2Estruturas de Datos.
En este apítulo nos adentraremos ya en el problema que nos ha oupado, así omolas soluiones alternativas que han sido estudiadas e implementadas on anterioridad pormuhos sistemas y la soluión dada por nosotros a las estruturas de datos neesarias parala implementaión de los SIG. Además veremos algunas omparaiones entre todas estassoluiones.Existen varias ténias que se utilizan para partiionar un espaio determinado en diferen-tes partes o regiones y de esta forma tener a los objetos existentes en el espaio ontenidos endiferentes regiones, lo ual proporiona una antidad importante de informaión geométria,al poder estableer relaiones de adyaenia y topológias, en general, sobre estos objetos.El aso que nos interesa es el aso en que diho espaio es el plano o para restringirlo másaun una región, digamos retangular, de un plano; o sea, que nuestro espaio será el áreade un retángulo, llamémoslo R y nuestros objetos serán polígonos onvexos, llamemos P alonjunto de estos polígonos onvexos.
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CAPÍTULO 2. ESTRUCTURAS DE DATOS. 72.1 Estruturas que onstituyen soluiones anteriores pa-ra implementaiones de SIG.Dos de los tipos más importantes de mapas son los de tipo �horopleth� y los de tipo�isoline�. Un mapa horopleth es básiamente una subdivisión en regiones, donde los límitesseparan regiones on diferentes atributos o propiedades. Por ejemplo, un mapa que muestraierta antidad de países, los límites siempre tienen diferentes países en sus dos lados. Unmapa tipo isoline también es una subdivisión en regiones, pero en este aso los límitesmuestran loalizaiones donde los atributos tienen un mismo valor. En este aso podríamostener un mapa que muestre las preipitaiones, donde las líneas que onstituyen los límites,muestran loalizaiones donde se reoge un determinado valor, sea de 800mm o 850mm depreipitaión por ejemplo. Generalmente estos tipos de mapas son usados para representarmodelos de elevaión [vKNRW97℄.Existe una gran diversidad de estruturas que onstituyen ténias de división del espaioy que son ampliamente utilizadas en los SIG, en este aso voy a expliar las más utilizadas,sin entrar en detalles de implementaión o de los algoritmos para su onstruión.2.1.1 Diagramas de Voronoi.Una de las ténias antes menionadas son los Diagramas de Voronoi. Veamos qué es unDiagrama de Voronoi, en este aso, estátio, o sea, para un onjunto pre�jado de objetos alos uales llamaremos generadores, para ser oherentes on la literatura al respeto. Sea Sel onjunto de generadores, que en este aso pudieran ser polígonos onvexos degeneradosen líneas o puntos, aunque generalmente se trata en la literatura onsultada on líneas.Haremos esta extensión para poder haer posteriormente una omparaión adeuada. Elonjunto S en este aso oinide on el onjunto P de polígonos antes menionado, que estánontenidos en el espaio, los uales se quieren separar en regiones. Utiliemos omo d ladistania Eulidiana y supongamos, para mayor simpliidad, que no hay 3 generadores a lamisma distania [vKNRW97℄.



CAPÍTULO 2. ESTRUCTURAS DE DATOS. 8Veamos ahora las partiiones que se realizan de auerdo a la regla del veino más erano.De�namos el onjunto de bisetores:Bij = fx 2 <2jd(x; pi) = d(x; pj)gpara dos polígonos pi, pj que perteneen a P. Cada Bij onstituye una urva difereniableformada por retas y parábolas. De�namos además las eldas o regiones:v i = fx 2 <2jd(x; pi) � d(x; pj); 8jjpj 2 PgEstas eldas estarán aotadas o delimitadas por los bisetores y las interseiones entreellos, donde estas interseiones serán los vérties del diagrama, denotando V(S) omo elonjunto de todos los vérties. De esta forma habrá un vértie que pertenee a V(S) porada tres generadores pi, pj, pk tal que exista una irunferenia que oinida on ada unode ellos en exatamente un punto y esta a su vez no se intersete on ningún otro generador.
Líneas que representan los
bisectores.

fronteras de los objetos.
Líneas que muestran las 

Circunferencia formadas por 
tres generadores.Figura 2.1: Diagrama de Voronoi.A partir de un Diagrama de Voronoi podemos saber ual es el objeto más erano a



CAPÍTULO 2. ESTRUCTURAS DE DATOS. 9un punto determinado, dependiendo de: a qué elda vi pertenee el punto. De igual formaes fáil obtener los objetos veinos de un objeto determinado y realizar diversas onsultassobre el mapa en uestión. Además se pueden realizar operaiones de extraión, inserióny mezlar o intersetar on otros diagramas o onjuntos de objetos.2.1.2 Triangulaiones.También relaionados on estos diagramas tenemos las Redes Irregulares Trianguladas oTIN que proviene de sus siglas en Inglés (Triangulated Irregular Networks). Estas no sonmás que triangulaiones del espaio basadas en un onjunto de vérties. En este aso nosreferimos a una triangulaión plana, donde, por supuesto, no pueden intersetarse los ladosde los triángulos, ver �g.2.2.Un aso partiular de estas triangulaiones son las triangulaiones de Delaunay las ualestienen la partiularidad de ser la triangulaión donde la amplitud del menor de los ángulos,en todos los triángulos que onforman diha triangulaión, es la máxima posible, pero ademásde esto si vemos esta triangulaión omo un grafo Gt = < V, A > donde sus vérties(V) noson más que el onjunto de vérties sobre los uales se ha onstruido la triangulaión, y lasaristas A son los lados de los triángulos, entones este grafo es dual del grafo onstituido porel Diagrama de Voronoi sobre ese onjunto de puntos. Esto signi�a que esta triangulaióntiene varias araterístias que pueden ser de muha utilidad a la hora de tratar on objetosde un plano, puesto que un Diagrama de Voronoi puede ser almaenado en memoria omouna triangulaión de Delaunay y a su vez tiene las propiedades de una triangulaión. Porlas razones expuestas anteriormente esta estrutura es ampliamente utilizada en los SIG.La forma de ver un Diagrama de Voronoi omo una triangulaión de Delaunay es lasiguiente: Sea un Diagrama de Voronoi Gd y su grafo dual Gt. Dos puntos están en eldasveinas en Gd si y sólo si son adyaentes en Gt y existe un vértie en Gd que signi�a lainterseión en la frontera de tres eldas en Gd que ontienen a los objetos vi, vj, vk si y sólosi vi, v j y vk son adyaentes dos a dos en Gt, o sea que forman un triángulo.



CAPÍTULO 2. ESTRUCTURAS DE DATOS. 10
2.2 Partiión onvexa, omparaión on las anteriores.Nuestra partiión del espaio onsiste en un onjunto de regiones onvexas, las ualestienen forma de polígonos y ada una de estas regiones tiene en su interior exatamente unobjeto o ninguno, lo ual signi�a que no hay objetos que queden ompartidos en variasregiones y que no hay regiones que ontengan más de un objeto en su interior. La estruturade datos que soporta esta partiión será analizada en el, ep.3.1.5 y la denominaremos onvexDCEL.Para haer una omparaión entre esta nueva estrutura, que aabo de desribir de for-ma senilla, y las desritas anteriormente, basémonos entones en que los objetos en nuestroaso son los polígonos que perteneen a P, omo lo habíamos nombrado iniialmente, losuales onstituyen las manzanas de la iudad. Si en un SIG urbano se tratara de haer unatriangulaión del espaio ourriría que dada una manzana, su interior quedara dividido entriángulos, lo ual no sólo es inneesario y sería un osto de memoria adiional, sino quesería inonveniente debido a que una manzana debe tratarse omo una unidad, que no debedividirse salvo en extremas irunstanias. Además los edi�ios que quedan ontenidos enella quedarían igualmente fragmentados, de esta forma los objetos se vuelven prátiamente

Figura 2.2: Ejemplo de triangulaión.



CAPÍTULO 2. ESTRUCTURAS DE DATOS. 11intratables, y la omplejidad de los algoritmos aumentaría onsiderablemente. Otra desven-taja de la triangulaión es que no sólo en el interior de las manzanas, sino que el área exteriora estas quedaría exesivamente fragmentada, uyas onseuenias serían de igual forma unonsumo de memoria totalmente inneesario y un aumento en el tamaño de las estruturasde datos, lo ual a su vez onllevaría a que el tiempo de ejeuión de las operaiones sobrediha estrutura o demás funiones que la tomen omo datos, aumentaría en un orden quedepende ya del algoritmo en que estén basadas.Obviamente las triangulaiones son estruturas que se emplean para representar relieves,al onstruir las mismas sobre un onjunto de puntos, a los uales se les asigna una alturadeterminada. Además pueden ser usadas en otros tipos de mapas pero fundamentalmenteen mapas de tipo �isoline�.Pasemos entones a omparar nuestra estrutura on los Diagramas de Voronoi. Es fáildarse uenta que ambas onstituyen mapas de tipo �horopleth�, o sea que ambas estruturasestán ompuestas por regiones delimitadas dentro del espaio, en las uales quedan ontenidosintegralmente los objetos. Pero también existen maradas diferenias tales omo que en laonvex DCEL podemos enontrar regiones vaías, lo ual no entra en ontradiión onla de�niión que se ha dado de la misma, mientras que esto no ourre en los Diagramasde Voronoi, pero en estos a su vez podemos enontrar regiones no onvexas, para ser máspreiso, puede observarse que donde exista una elda uyos límites o fronteras ontenganun bisetor en forma parabólia, se estará generando una región no onvexa a uno de loslados del bisetor. Esto, lógiamente, no ourre en nuestra estrutura debido a su propiade�niión. El heho de que la onvexidad de la estrutura sea una ventaja lo alararemos aontinuaión.Como bien todos sabemos, las regiones onvexas son un aso partiular de las regiones ensentido general, y también es sabido que la onvexidad de un onjunto u objeto ualquiera,es un elemento de gran importania por la gran antidad de propiedades que apareenen el mismo. En nuestro aso podremos ver que al ser onvexas las regiones se failitangrandemente los algoritmos que expondremos en el ap.3, para la loalizaión de puntos ypara la visualizaión en terera dimensión de los objetos ontenidos en la iudad. De las



CAPÍTULO 2. ESTRUCTURAS DE DATOS. 12propiedades partiulares de las regiones onvexas y en nuestro aso de los polígonos onvexos,podemos destaar algunas que son las más utilizadas por nuestros algoritmos, estas son:Propiedades que umplen los polígonos onvexos.1-Una reta atraviesa dos vees a lo sumo la frontera de un polígono onvexo.2-Si tomamos dos puntos que perteneen al polígono onvexo entones el segmento quelos une también pertenee al polígono onvexo.3-Todos los ángulos interiores de un polígono onvexo son menores o iguales que �.4-En un plano on un punto pre�jado, y un ángulo determinado a partir de diho punto,se puede estableer un orden total � (Visitado antes o al mismo tiempo que) al visitar lospolígonos que queden ontenidos en este ángulo, partiendo del punto, siempre y uando lainterseión de los polígonos dos a dos sea vaía, ver �g.4.1.Expliaré y demostraré la última propiedad debido a que esta es la más ompleja de ellas.Lo que quiere deir es senillamente que si estuviéramos parados en un punto p en elplano nos quedarían unos polígonos detrás de otros para ualquier direión determinada enla que nos movamos dentro de un ángulo determinado.Demo: Probemos que si trazamos un rayo r desde un punto en el plano, en ualquiersentido y direión, puede estableerse un orden total entre los polígonos onvexos interse-tados por el rayo. Primero vamos a asumir que el punto p pre�jado no está en el interior dealgún polígono, o si lo está, exluimos a este polígono del onjunto y después lo tomamosomo el más próximo al observador.Sean dos polígonos onvexos pi, pj, veamos que al avanzar por el rayo r que orta en suinterior a pi y pj, primero intersetamos la frontera de de uno de ellos, supongamos que fuela de pi sin perder generalidad, en el punto pif1, si antes de alanzar el otro punto fronterade pi que se interseta on r, llamémoslo pif2, enontraramos la interseión de r on algúnpunto de pj, pjr, entones tendríamos que el punto pjr pertenee al segmento (pif1, pif2), osea que pertenee a pi y a pj a la vez, lo ual es una ontradiión porque piTpj=;. Lo queprueba que primero se intersetan los puntos de pi y después los de pj, por lo que se puededeir que pi �r pj, donde �r signi�a �Visto antes o al mismo tiempo que, según el rayo r �.
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Figura 2.3: Diagrama de Voronoi on regiones no onvexas.
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Figura 2.4: Ordenaión entre polígonos atravesados por un rayo.



CAPÍTULO 2. ESTRUCTURAS DE DATOS. 14Es fáil ver que esta relaión es re�exiva y antisimétria, porque a no ser que el polígono seael mismo no podemos deir que se interseta una frontera primero que la otra y vieversa.Y si seguimos avanzando igualmente por el rayo y quedan involurados 3 polígonos pi, pj,pk ualesquiera también es fáil ver que la relaión es transitiva.Demostremos ahora que para ualesquiera dos rayos r1, r2 que parten de p y ortan a lospolígonos pi y pj, si pi �r1pj entones pi �r2 pj. Supongamos que sea falso, o sea que pi�r1pj y que pj �r2 pi. Esojamos un punto de interseión de r1on pi y on pj, llamémoslospir1y pjr1respetivamente, de igual forma esojamos pir2 y pjr2. Tenderíamos que d(pir, p)< d(pjr, p) dado que por r1, pi está más era que pj, y por suposiión tendríamos qued(pjr2,p) < d(pir2,p) entones podemos formar un uadrilátero simple onvexo dado elsiguiente orden de sus vérties: pir1, pjr2, pir2, pjr1, uyas diagonales estarían formadas porextremos de un mismo polígono pir1, pi r2y pjr2, pjr1, las uales, además, se ortarían porser diagonales de un uadrilátero onvexo, y esto vuelve a ser una ontradiión, porque lainterseión de las diagonales no puede perteneer a pi y a pj al mismo tiempo.Tomemos la relaión �= Si �ri. Aunque no umple que sea un orden parial por no serneesariamente transitiva, es antisimétria y re�exiva.Ahora podemos ampliar esta relaión de forma tal que la hagamos transitiva, o sea, sipi�pj y pj�pk, on pi, pj, pk diferentes, haer pi�pk en la relaión, no siendo posible porquese estaría formando un ilo de preedenia entre los polígonos, lo ual sólo sería posiblesi se reorriera el plano alrededor del punto, pero omo estamos trabajando dentro de unángulo determinado esto no va a ourrir. Finalmente para los pares de polígonos que no sonomparables estableemos un orden ualquiera y de esta forma queda un orden topológioentre todos los polígonos, lo ual nos permite que �sea un orden total.Lqqd.Analizemos ahora la desventaja de tener polígonos vaíos. Si nos imaginamos que sepudiera haer una partiión del plano en regiones onvexas, donde no hayan regiones vaías,entones sería bueno analizar el ontraejemplo en la �g. 2.6.



CAPÍTULO 2. ESTRUCTURAS DE DATOS. 15
Por lo tanto, en una estrutura omo esta es neesario tener regiones que queden vaías,lo ual, omo es lógio, no es un aspeto onveniente. Analiemos entones el orden de lasregiones vaías en funión de la antidad de polígonos onvexos en el espaio. Veamos quela antidad máxima de regiones vaías neesarias depende de la antidad de asos rítios,omo el del ontraejemplo, que aparezan en el espaio. Esta antidad es O(n) donde n esla antidad de objetos en el espaio omo aparee en la �g.2.7, es el aso bien rítio:Tengamos en uenta ahora que, debido a problemas de la aritmétia utilizada y losalgoritmos empleados, la antidad de regiones vaías obtenidas es un poo mayor que lamínima neesaria. Esto lo veremos on más detalles en el próximo apítulo donde veamosaspetos de la aritmétia empleada y los algoritmos para insertar manzanas u objetos, asíomo la optimizaión de la estrutura, pág.31. Lo siguiente será demostrar que aun en elpeor de los algoritmos utilizados, y sin optimizaión alguna, la antidad de regiones vaíassigue siendo O(n).Supongamos que tenemos un algoritmo que partiiona el mapa en regiones onvexas perosin adiionar vérties a la estrutura, tan sólo los vérties que existen en los objetos, que noson más que polígonos. Esto es posible debido a que una triangulaión del espaio, dadoeste onjunto de vérties, pero sin separar el interior de los polígonos en triángulos, ya seríauna división en regiones onvexas, donde las regiones vaías son triángulos y las regionesque ontienen objetos oiniden on los polígonos ontenidos. Esta división, que sería elresultado de este senillo algoritmo, pero que produe el máximo número de regiones vaíasposibles, al ual llamaremos t, sigue siendo O(n).Esto se debe a que si aotamos la antidad de vérties máxima que puede tener unpolígono por una onstante su�ientemente grande, lo ual es posible, porque la entrada dedatos en este problema, que son los objetos, puede reer todo lo que quiera, que siemprese puede enontrar un valor razonable para aotar los vérties de un polígono de la entrada,basándonos en un valor estadístio obtenido a partir de un número grande de mapas reales;
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Figura 2.5: Ilustraión de la demostraión por el absurdo, en la ordenaión de regiones sobredos rayos distintos.

Figura 2.6: Mapa donde no es posible la separaión en regiones onvexas on exatamenteun objeto en su interior.

Figura 2.7: Caso rítio en uanto a antidad de regiones vaías.



CAPÍTULO 2. ESTRUCTURAS DE DATOS. 17entones podemos obtener que si V es el onjunto de vérties |V|=O(n) y suponiendo quetodos los polígonos también queden divididos en triángulos, obtendríamos una antidad ttde regiones, que umpliría tt � t. Pero resulta que por el teorema de Euler tenemos que|A|-|V|+2=tt donde A es el onjunto de aristas para la triangulaión, pero además tenemosque |A|� 3 � tt � 6 por lo que |A|=O(tt), pero además |A|� tt ya que evidentemente paratener tt regiones se neesitan más de tt aristas entones se umple que |A|=
(tt), por loque |A|=�(tt). Quedando entones |V|=�(tt)+2, o sea tt=�(|V|). Por lo que se dedueque t=O(|V|), o sea, que la respuesta para este algoritmo senillo planteado anteriormentees también de orden lineal. Finalmente tenemos que ualquier algoritmo que se emplee parahaer la partiión en regiones onvexas generaría una antidad de regiones vaías que seríade un orden lineal.En este trabajo se han obtenido varias ténias para realizar esta partiión del espaioy �nalmente se ha utilizado una ténia ombinada, donde se ombina la separaión de losobjetos uando están ontenidos en una región onvexa mediante la partiión de esta regiónonvexa utilizando un segmento uyos extremos puede que no oinidan on vérties de losobjetos del espaio, pero si se garantiza que tengan oordenadas enteras. Ver algoritmo enel ep.3.4. La otra ténia que se ombina es emplear sólo los vérties de los objetos pararealizar la partiión. Todo esto puede verse on más detalle en el ep.3.3, donde se trata laoperaión de inserión en la onvex DCEL. Estas ténias de partiionado se mezlan onvarias ténias de optimizaión, las uales pueden ser utilizadas periódiamente o en etapasde postdigitalizaión1 �nalmente podiéramos obtener una soluión que tenga asi tan poas,o tan poas, regiones vaías omo las neesarias. Habiendo utilizado una ombinaión detodas las ténias anteriormente menionadas se puede llegar a muy buenos resultados.Una araterístia muy importante que umplen todas estas ténias de partiión delespaio es que en ada momento toda la estrutura es ompletamente onsistente y estapreparada para haer inseriones de nuevos objetos dentro del espaio, así omo eliminaralguno de los ya existentes.1Etapa en la que se reajustan los datos de forma onveniente. Es un trabajo automátio que realiza elsistema.



Capítulo 3Formaión de la partiión onvexa.
3.1 PreliminaresHemos utilizado un gran número de preliminares en lo que respeta a estruturas de datosy algoritmos muy onoidos por las personas que han inursionado en esta materia, entre losuales tenemos ordenaiones, búsquedas binarias o diotómias, olas, pilas, árboles binariosbalaneados de búsqueda, y muhos otros [AHU83℄. Aun así meree la pena expliar aquellosque son más espeí�os dentro de la Geometría Computaional. Veamos entones algunos aontinuaión.3.1.1 Trazado de rayos ( Ray Trae )Esta ténia onsiste en partir de un punto en una direión determinada e ir analizandodiferentes eventos que ourren sobre el rayo trazado, el rayo a vees se traza hasta otro puntoonoido, o se asume senillamente que se traza hasta in�nito. De forma general se pudieradesribir este tipo de algoritmo de la siguiente forma:

18



CAPÍTULO 3. FORMACIÓN DE LA PARTICIÓN CONVEXA. 19P1 Trazar el rayo desde un punto iniialP2 Haer inidir eventos sobre el rayo, los uales suelen ser interseiones on otrossegmentos. En oasiones estos eventos avanzan a lo largo del rayo, lo ual brinda unaonvergenia y por tanto una ondiión de parada al algoritmo, aunque otras vees no existeeste avane de forma monótono.3.1.2 Barrido del plano ( Plane Sweep )Este es uno de los paradigmas más ampliamente utilizada en la geometría omputaionalplana, o sea, trabajando sobre espaios de dos dimensiones. Consiste en una línea de frenteque barre todo el espaio donde están ontenidos los datos. Durante el barrido se va pasandopor diferentes estados, los uales ambian on la apariión de eventos que ourren en lalínea de frente. Los algoritmos de barrido se basan en una araterístia invariante de losalgoritmos inrementales: En ada momento la línea de frente ha aumulado la respuestaal problema para el subonjunto de datos que se ha analizado. Una vez barridos todos losdatos se tiene la respuesta del problema en las manos.El éxito de los algoritmos de barrido se debe a un truo ingenioso, tratando las absisasX omo la dimensión-tiempo, por lo que un problema de 2 dimensiones(2-d) es reduido aun problema de 1 dimensión. Para datos de una dimensión onoemos varias estruturasde datos e�ientes, graias a esto el algoritmo tiene éxito al resolver n problemas de 1dimensión, ada uno de los uales puede involurar n elementos en tiempo O(n logn) en vezde O(n2) o O(logn) en vez de O(n), entre otros. Desafortunadamente esta idea no podemosgeneralizarla e�ientemente a otras dimensiones. Si barremos un espaio de 3 dimensioneson un plano, transformaríamos el problema en una seuenia de problemas de 2-d, lo ualgeneraría búsquedas en el espaio 2-d, donde es difíil enontrar estruturas de datos querespondan a dihas búsquedas en tiempo logarítmio [MN99℄, [vKNRW97℄.Desripión de forma general de un algoritmo que utilie el barrido del plano.



CAPÍTULO 3. FORMACIÓN DE LA PARTICIÓN CONVEXA. 20P1 Tomar un punto iniial y una línea imaginaria que pase por este punto. Esta línea esla que realiza el barrido del espaio.P2 Avanzar hasta el próximo evento y realizar un análisis del estado.P3 Repetir P2 hasta que se aaben los eventos o el espaio analizado.En asos espeiales de barrido se ompleta un ilo, omo ejemplo tenemos el aso delbarrido irular, on lo ual termina el algoritmo. Aunque estos no son los tipos más omunesde barrido, también son onsiderados omo tal.3.1.3 Inundaión( Flood Fill )Esta ténia más bien orresponde al tema de grafos aunque es muy empleada en lageometría omputaional, por el gran uso que hae de estos. Dada la relaión de adyaeniaque podemos enontrar en un grafo entre distintos elementos omo son las regiones, en elaso de los grafos planares, los vérties y las aristas y según los tipos de reorridos en grafopodemos haer varios tipos de inundaión, los uales pueden ser primero en profundidad opor niveles. Desribamos entones de forma general omo sería un algoritmo de Inundaión.P1 Se asume un elemento iniialP2 Se analiza el elemento atualP3 Se realizan maras en la estrutura o estruturas auxiliares para que no se repitanelementosP4 Se expande haia los veinos o adyaentes si umplen on una determinada ondiióny se repite desde el paso P2 para ada uno de ellos.3.1.4 Determinante de GiroDados 3 puntos en el plano p1=(x1, y1), p2=(x2, y2) y p3=(x3, y3).



CAPÍTULO 3. FORMACIÓN DE LA PARTICIÓN CONVEXA. 21G =��������� x1 y1 1x2 y2 1x3 y3 1 ���������G es el valor del determinante de la matriz representada. Al alular el determinante deesta forma se obtiene que G < 0 si al ir en la direión p1, p2 se hae un giro a la derehapara llegar a p3, G > 0 si se hae un giro a la izquierda, y G = 0 si no se realiza giro ose realiza un giro de 180o. Este Giro toma en uenta estos valores tomando en uenta lasoordenadas de los vérties en un sistema de oordenadas artesianas. Si lo analizamos en unsistema de oordenadas omo el sistema de oordenadas de la pantalla, donde el ( 0, 0 ) estáen la esquina superior izquierda y las absisas aumentan haia la dereha y las ordenadasaumentan haia abajo, entones los valores de los giros son de signo opuesto a los antesvistos.3.1.5 DCEL.La prinipal estrutura de datos que hemos utilizado es una estrutura que tiene iertaomplejidad pero que almaena una gran antidad de informaión en ella, la ual es su�ientepara soportar una partiión del plano en regiones onvexas y poder realizar operaiones sobreella de forma muy e�iente. Esta estrutura es la denominada por nosotros omo onvexDCEL y onstituye un tipo de grafo espeial on un onjunto de operaiones de�nidas sobrela misma.Una DCEL( doubly onneted edge list ) es un grafo orientado a sus aristas, o sea,básiamente es una lista de aristas en las que se almaenan las regiones que tienen a amboslados, los vérties que tienen en sus extremos, y se enlazan a otras aristas de la siguienteforma: enlaes a la anterior y la próxima arista si reorremos ada una de las dos regiones asus lados, en ontra de las maneillas del reloj. Este sentido de direión es sólo un onvenioadoptado por nosotros, pero en realidad puede tomarse ualquiera de los dos sentidos siemprey uando se sea onseuente on este. Sin entrar en detalles de implementaión es válidodestaar que generalmente, omo en nuestro aso, se trata las aristas omo dos medio-aristas



CAPÍTULO 3. FORMACIÓN DE LA PARTICIÓN CONVEXA. 22que ontienen los datos relaionados on una de las regiones que está a un lado de la misma.Mediante estas medio-aristas y estos enlaes se pueden haer reorridos de forma e�ientepor todas las aristas alrededor de un vértie, o alrededor de una región, así omo haer otrosreorridos de forma e�iente sobre las distintas regiones del espaio. Los vérties tienenoordenadas en el plano, las aristas topológiamente son segmentos que unen los puntos delplano representados por los vérties, entones las regiones no son más que polígonos.La estrutura onsta entones de una lista de medio-aristas.Las medio-aristas a su vez ontienen referenias a sus vérties de origen, su otra medio-arista, su próxima medio-arista en sentido a favor de las maneillas del reloj y en ontra, ypor último una referenia a la región que ella limita.Las regiones pueden tener en su interior un objeto del plano.Los vérties no son más que puntos en el plano.Aunque estas estruturas pueden tener otros atributos o propiedades que sean neesa-rias desde el punto de vista de implementaión, no es neesario eslareerlo aquí para laexpliaión de los algoritmos, sino en el próximo apítulo, ap.5, donde tratamos los detallesprinipales de diseño e implementaión.Veamos ahora las operaiones prinipales que se han implementado sobre esta DCEL.-Inserión de aristas: Consiste en añadir las dos medio-aristas a la lista y atualizar lasreferenias involuradas entre las aristas, además, atualizar las referenias a regiones, teneren uenta el aso en que se divide una región en dos. El osto temporal de este algoritmopudiera onsiderarse onstante �(1) ya que no depende de la antidad de objetos en elespaio.Algoritmo A:Entrada de datos: Dos vérties extremos, v1, v2.Salida: La lista de medio-aristas atualizada, on la nueva arista.P1 Crear 2 nuevas medio-aristas y añadirlas a la listaP2 Estableer una relaión de refereniaión entre ellas
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Figura 3.1: Ejemplo de DCEL.



CAPÍTULO 3. FORMACIÓN DE LA PARTICIÓN CONVEXA. 24P3 if( v1está en la estrutura )busar entre qué otras medio-aristas inidentes a v1quedaría la nueva aristaatualizar los enlaes dependiendo de ual este a la izquierda y ual a la derehaP4 if( v2 está en la estrutura )busar entre qué otras medio-aristas inidentes a v2 quedaría la nueva aristaatualizar los enlaes dependiendo de uál este a la izquierda y uál a la derehaP5 if( v1y v2 estaban en la estrutura )Crear una nueva región a la dereha de la arista v1, v2.Atualizar las referenias a regiones de las demás medio-aristas de la regiónelseAtualizar las referenias a regiones de ambas medio-aristas omo la región a laque perteneen.-Borrado de aristas: Es el proeso inverso a la inserión, se eliminan las dos medio-aristasasoiadas, pero antes se vuelven a arreglar los enlaes de las demás medio-aristas en la lista,tal omo si estas no existieran, se eliminan los vérties en sus extremos en aso que su gradosea 1, y se analiza si hay dos regiones que se onvierten en una sola. El osto temporal de estealgoritmo también pudiera onsiderarse onstante �(1) ya que no depende de la antidad deobjetos en el espaio.Algoritmo:Entrada de datos: Posiión m de una medio-arista a en la lista.Salida: La lista de medio-aristas atualizada, on una arista menos.P1 if( el vértie asoiado a a tiene grado 1 )Eliminar diho vértieP2 if( el vértie asoiado a la otra medio-arista de a tiene grado 1 )Eliminar diho vértieP3 Restaurar los enlaes de las medio-aristas uyas referenias a próximas en ontra ya favor de las maneillas del reloj oinidan on a o su medio-arista asoiada.P4 If( la arista formada por a y su asoiada separa regiones distintas )Eliminar la región asoiada a a



CAPÍTULO 3. FORMACIÓN DE LA PARTICIÓN CONVEXA. 25P5 Eliminar aP6 Eliminar la medio-arista asoiada a aVeamos, sin entrar a analizar los algoritmos, otras operaiones sobre la estrutura:-División de una arista dado un vértie: Consiste en dividir la arista, o lo que es lo mismolas dos medio-aristas que la forman de manera que quede insertado el vértie v, o sea, sila arista era el segmento omprendido entre v1 y v2 ahora quedaran dos aristas de la forma(v1; v) y (v; v2).-Salvar la estrutura: Consiste en esribir a diso todas las aristas, los vérties y lasregiones, para lo ual se realizan reorridos de inundaión sobre la estrutura.-Reuperar la estrutura: Consiste en el proeso inverso a salvar, pues este es leer de disolas aristas, los vérties y las regiones. Este algoritmo al igual que el anterior tienen un ostotemporal �(n) donde n es la antidad de objetos que hay en el espaio, ya que habíamosvisto que tanto la antidad de vérties, omo de aristas y regiones era �(n). Pudiera pareeralgo lento desde el punto de vista de que n puede ser muy grande, pero hay que reordar queeste no es un algoritmo que tenga que dar respuesta en tiempo real omo otros que tienenque ver on la digitalizaión, las onsultas y las visualizaiones.3.2 Aritmétia empleadaCuando hablo de la aritmétia empleada me re�ero al tipo de números que se va a alma-enar y posteriormente on el que se va a realizar los ómputos. En nuestro aso nos interesafundamentalmente las oordenadas en las que se ubian los puntos en el plano. Estas oorde-nadas van a ser de tipo enteras, usando la representaión estándar de C++ de enteros de 32bits. Esta aritmétia onlleva a que no se reen ni propaguen errores de redondeo omo losque ourre al trabajar on números de punto �otante. Sólo hay que tener uidado de que noourra �over�ow�1 al realizar alguna operaión y si es neesario, trabajar on algún entero de1A vees onoido en español omo desbordamiento, ourre al haer una operaión sobre un tipo de datouya antidad de bits no es su�iente para almaenar el resultado.



CAPÍTULO 3. FORMACIÓN DE LA PARTICIÓN CONVEXA. 26mayor tamaño para los álulos intermedios. Trabajando on una esala adeuada al nivelde detalle que se quiere representar en los objetos de la iudad, se puede haer la entraday la salida de datos diretamente on oordenadas enteras transformadas diretamente dela pantalla u otro medio de digitalizaión o vetorizaión, para ser más espeí�os, lo ualonstituye otra ventaja. Y ya que hemos visto la robustez de esta aritmétia y su orres-pondenia on la entrada y la salida, debo destaar que una amplia ventaja que presenta elómputo on enteros sobre el ómputo on números de punto �otante es la rapidez on queourren las operaiones. Por esto, salvo en algunas poas operaiones realizadas ya en lavisualizaión en tres dimensiones todos los álulos ourren on números enteros.El trabajo on esta aritmétia es debido al heho de que en los algoritmos no se generannuevos vérties en el espaio, salvo en esasas oasiones on algunas ténias que veremosmás adelante para generar vérties de puntos enteros on el objetivo de minimizar regionesvaías. No se alulan interseiones, sino generalmente sólo importa si ourre o no algunainterseión. Estos algoritmos para ver si ourre interseión omo tantos otros que expliarémás adelante haen un amplio uso del determinante de giro expliado previamente en esteapítulo.
3.3 Propiedades y operaiones de la partiión onvexa(onvex DCEL).Analiemos entones ya la onvex DCEL que partiiona el mapa, uya estrutura es lamisma, pero uenta on un mayor onjunto de operaiones. Estas operaiones aprovehan lapartiularidad de que las regiones son polígonos onvexos, aunque pueden ser instrumentadasde otra forma en una DCEL omún. Las equivalentes de las operaiones que se verán aontinuaión, pero apliadas a una DCEL omún, no fueron tratadas en este trabajo, poreso no se expliaron anteriormente.-Loalizaión de un punto determinado: Consiste en loalizar un punto dado omo dato,o sea, ver en que región se enuentra situado diho punto.



CAPÍTULO 3. FORMACIÓN DE LA PARTICIÓN CONVEXA. 27Algoritmo:Entrada de datos: Punto p que quiere ser loalizado.Salida: Región en la que se enuentra el punto.P1 p0 = punto iniial, que sea vértie de alguna medio-arista.P2 while(9p1 | d(p1,p) < d(p0,p), on p1 adyaente a p0)p0= p1P3 Realizar un trazado de rayo desde p0 hasta p, donde los eventos son: salir de unaregión. Se sale de una región una sola vez dada la propiedad 2 menionada en ep.2.2. Labúsqueda del punto de salida se realiza reorriendo la frontera de la región desde la arista opunto por donde se entró. Si al reorrer la frontera, se vuelve al punto por donde se entró ala región, aabar el trazado de rayo.P4 Retornar la última región visitada.En uanto a osto temporal se puede ver que si se esoge un punto iniial, que sea el vértiemás alejado, lo ual onstituiría el aso peor; entones habría que atravesar tantas regionesomo puedan intersetar una línea reta en la estrutura. Si viéramos la estrutura omoun espaio uadrado y uadriulado on n uadríulas, una línea reta podría atravesar pnregiones. Como esto lo podemos ver omo un aso aproximado a lo que ourre en realidad. Sepuede deir que el osto temporal del algoritmo es �(pn). Aun siendo este, un algoritmo quetiene un buen omportamiento, para resolver este problema se pueden obtener un algoritmoen tiempo �(log2 n) on estruturas adiionales que se añaden a la DCEL, lo que signi�amemoria adiional, y que no es neesaria on el algoritmo antes desrito pues su osto espaiales onstante.-Cubrimiento (Solapamiento) de un polígono ualquiera por regiones de la onvex DCEL:Consiste en ver uales son las regiones que se intersetan on una zona de forma poligonalualquiera en la estrutura, o sea, �nalmente es un problema de solapamiento de polígonos.Analizando que, lo que hae este algoritmo es loal a la zona que abara el polígono dadoomo dato, y que este pudiera abarar a toda estrutura, el osto temporal del mismo es 
(n)debido a que está aotado inferiormente en tiempo por su omplejidad ombinatorial quees �(n). Finalmente quedaría que en dependenia del tamaño del polígono dado por datos



CAPÍTULO 3. FORMACIÓN DE LA PARTICIÓN CONVEXA. 28el osto temporal sería �(max(pn,M)), M es la omplejidad ombinatorial de los objetosinvolurados, y pn debido a que hay que loalizar un primer punto al menos, ver deripióndel algoritmo en la �g.3.3.Algoritmo:Entrada de datos: polígono simple p.Salida: Conjunto C de medio-aristas que se ruzan on p o están ontenidas dentro dep. A partir de estas aristas fáilmente podemos obtener las regiones.P1 Dividir el polígono p en polígonos onvexos, obteniendo un onjunto de polígonosonvexos PC.P2 8pi tal que pi2PC, haer:P2.1 8segmento en pi, nombrémoslo ( pij , pij+1), haer:P2.1.1 Haer un trazado de rayo desde pijhasta pij+1donde los eventos son salirde una región, Añadir al onjunto C ada una de las medio-aristas ortadas por el rayo, oaquellas que el rayo interseta en un extremo y quedan haia el interior del polígono.P2.2 Haer una inundaión para obtener todas las aristas en el interior de pi, yAñadir estas aristas al onjunto C.P3 retornar C-Inserión de objetos: Consiste en insertar nuevos objetos, o sea, polígonos, en las regionesde la estrutura, llamemos O al onjunto de objetos que han sido insertados en el espaio.El osto temporal en este aso sería del mismo orden que el del algoritmo de ubrimientoanalizado anteriormente, todo lo que hay que analizar al respeto es que la interseión depolígonos no depende de n donde n es la antidad de objetos en el espaio, y que el algoritmode eliminaión de hueos empleado es lineal, o sea, de orden �(M) donde M es la antidadde objetos ontenidos en la gran región uyo interior ontiene los hueos u objetos. A su vezesta antidad de hueos y la antidad de aristas que onforman esta gran región es lineal onrespeto a la antidad de aristas en el ubrimiento. Ver �gura 3.4. Para mayor simpliidadveamos hasta el momento los objetos omo polígonos onvexos.Algoritmo:Entrada de datos: el nuevo polígono p a insertar.
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cubrimiento. de cubrimiento.Figura 3.3: Cubrimiento de un polígono mediante regiones, aristas intersetadas.



CAPÍTULO 3. FORMACIÓN DE LA PARTICIÓN CONVEXA. 30Salida: La estrutura modi�ada on el nuevo polígono añadido.Se hae uso de algoritmos que veremos más adelante en el ep.3.4.P1 L = lista de medio-aristas obtenidas del ubrimiento de p en la estruturaP2 if( L ==; )P2.1 if( (reg = loalizar p1, primer punto de p) == región vaía )P2.1.1 Insertar el objeto p en regelseP2.1.2 if( Se interseta p on el polígono existente en reg)P2.1.2.1 AbortarP2.1.3 if( Se puede separar p de polígono existente en reg)//Usando el algoritmode búsqueda de soluiones enteras para separar dos polígonos onvexos ontenidos en otropolígono onvexo pág.37.P2.1.3.1 Insertar el segmento que los separa omo arista en la estruturaP2.1.3.2 retornarelseP2.1.3.3 goto P3elseP2.2 if( Se interseta p on algún polígono existente en alguna región asoiada aalguna medio-arista de L )P2.2.1 AbortarP2.3 Borrar todas las medio-aristas que perteneen a L// En este punto p está dentro de una región poligonal donde hay varios otros objetospor separar unos de otros en regiones diferentes, ver �gura 3.4.P3 Tratamos el problema omo una región on hueos y apliamos el algoritmo de laeliminaión de hueos en forma de polígonos onvexos dentro de un polígono simple. Insertartodas los segmentos resultantes omo aristas en la estrutura.P4 Partiionar todos los polígonos no onvexos obtenidos en el paso anterior en onvexose insertar los segmentos resultantes omo aristas en la estruturaEs posible emplear este algoritmo debido a que al separar un onvexo, en dos partes,



CAPÍTULO 3. FORMACIÓN DE LA PARTICIÓN CONVEXA. 31mediante un segmento ada una de las partes onstituye un nuevo polígono onvexo, por loual apliar este algoritmo onserva las propiedades de la estrutura.
Figura 3.4: División en onvexos de una región no onvexa on hueos onvexos.En los asos en que los objetos son polígonos no onvexos, sólo habría que haer elsiguiente reajuste al algoritmo anterior:P1 Sea HC el onjunto de las envolturas onvexas del onjunto H de hueos.P2 8 par hi, hj de polígonos onvexos, o envolturas haer:P2.1 if( Se intersetan hi y hj)P2.1.1 Haer hiC y hjC los onjuntos de polígonos onvexos obtenidos al partiionarhi y hj en polígonos onvexos.P2.1.2 Haer H = ( H {hi, hj} ) S hiC S hjCelseP2.1.3 Haer H = ( H {hi, hj} ) S { hi, hj}Veamos ahora también, sin entrar a analizar el algoritmo, otra operaión sobre la estru-tura:-Optimizaión: Consiste en analizar las regiones vaías que pueden ser eliminadas de laestrutura y proeder a eliminarlas. Este algoritmo podría volverse más omplejo debido ala aritmétia empleada, lo que signi�a trabajo on oordenadas enteras. Existen muhosasos en los que se podría minimizar la antidad de regiones vaías si esogiéramos vértiesde la DCEL en puntos de oordenadas raionales situados en alguna posiión onvenientedel espaio. Es evidente que al restringir a enteros el onjunto de oordenadas la antidad departiiones posibles del espaio se redue también, por esta razón se puede perder optimalidaden la estrutura.



CAPÍTULO 3. FORMACIÓN DE LA PARTICIÓN CONVEXA. 32Entre las posibles estrategias de funionamiento de un algoritmo de este tipo podemosdestaar algunas más senillas, donde sólo se eliminen aristas, garantizando siempre la on-vexidad de las regiones y la uniidad de los objetos en su interior(Esta estrategia ya ha sidoimplementada), y pudiéramos tener asos más omplejos donde se pueden eliminar y rearvérties y aristas. El problema de la reaión de vérties o su ambio de posiión, lo ualpudiera verse omo una eliminaión y una reaión del mismo, adolee del problema de laaritmétia antes desrito, aun así, se puede, en muhos asos, realizar ambios de la estru-tura de este tipo, lo ual permitiría �nalmente llevar a abo reduiones de polígonos, o sea,de regiones a simples vérties o aristas.Su osto temporal de ejeuión no sería lo más importante puesto que su objetivo es sólobusar e�ienia, por lo que podría utilizarse solamente en etapas de postdigitalizaión, aunasí, no debería resolverse on un algoritmo exponenial.
3.4 Otros algoritmos empleados en la inserión de objetosy formaión de la estrutura.-Interseión de polígonos onvexos: Este es es el método para resolver el problema dedeidibilidad que onsiste en hequear si dos polígonos onvexos se intersetan, asumiendoque si la interseión de los mismos sólo ourre en sus fronteras no habría interseión entreellos, o sea, la interseión de dos polígonos onvexos sería ierta si y sólo si el área de suinterseión, AI, umple que AI > 0. La omplejidad temporal de este algoritmo es del ordende �(n+m) donde n y m son las antidades de vérties que omponen ada polígono, por loque alanza la ota mínima de tiempo. Siendo la omplejidad espaial de orden �(n+m), loque signi�a que es lineal también. El algoritmo se basa en que si dos polígonos onvexos seintersetan es porque se intersetan los segmentos de uno on el otro o porque hay un puntodel polígono que aparee segundo por las X, de menor a mayor, en el interior del primero.Algoritmo:Entrada de datos: dos polígonos p0 y p1Salida del algoritmo: Si o No.



CAPÍTULO 3. FORMACIÓN DE LA PARTICIÓN CONVEXA. 33P1 Realizar un barrido del plano, donde los eventos son los vérties de ambos polígonos.Estos apareen ordenados de auerdo a su oordenada X en el plano. Llamemos pi0 al primerpolígono enontrado haiendo el barrido. Para ada evento v haer:P1.1 if( v 2pi1 && v está entre los dos últimos segmentos por enima y por debajode pi0) P1.1.1 retornar SielseP1.1.2 if( se interseta algún par de segmentos de pi0 on alguno de pi1 , teniendoen uenta que analizamos el último de arriba y de abajo por ada uno )P1.1.2.1 retornar SiP2 retorna NoHay otros asos partiulares que también quedan ompletamente ubiertos on nuestroalgoritmo omo son el aso en que oiniden vérties y lados de un polígono on vérties ylados del otro. Para estos asos se tiene en uenta la antidad de oinidenias vértie-vértieo vértie-polígono, analizando todos los asos posibles.-Interseión de polígonos no onvexos: Este problema es de una mayor omplejidadaun que el menionado para polígonos no onvexos. Debido a que los polígonos empleadosno presentan un número grande de vérties hemos optado por implementar un algoritmosenillo basado en el algoritmo anterior para intersetar polígonos onvexos, el problema esigualmente determinar si el área de la interseión entre los dos polígonos (Ai) umple Ai>0.Consiste en partiionar ambos polígonos en polígonos onvexos; así obteniendo losonjuntos de polígonos onvexos C1 y C2 respetivamente para el 1er y 2do polígono P1 yP2, en la entrada de datos. Entones se intersetan los polígonos dados omo datos si ysólo si hay interseión entre los onvexos 1 y 2 para algún 1 que pertenee a C1 y 2 quepertenee a C2. Este problema se puede resolver on un algoritmo de orden 
(n logn) lo uales la ota mínima para el problema, la omplejidad temporal de nuestro algoritmo dependedel algoritmo empleado para partiionar el polígono en onvexos, además depende de laantidad de polígonos obtenidos y la antidad de puntos que tengan los mismos. Finalmente



CAPÍTULO 3. FORMACIÓN DE LA PARTICIÓN CONVEXA. 34quedaría un algoritmo de orden uadrátio en el aso peor. El algoritmo empleado parahaer la partiión en onvexos es de orden uadrátio, no de orden �(n logn) omo es laota mínima para este problema, pero trabaja muy rápido en el aso de polígonos senillos yon poa antidad de puntos omo los que se utilizan en nuestro aso. Una vez efetuada ladivisión en onvexos lo que resta es de orden uadrátio también, aunque de primera vistaparee ser úbio, o peor. A ontinuaión está inluida la demostraión.Propiedad: Primero veamos que para ualquier polígono p de k vérties, al ser partiiona-do en  polígonos onvexos, obtendríamos a lo sumo 3k - 6 segmentos(inluyendo la fronteradel no onvexo), que sería la ota superior de segmentos obtenidos de una triangulaiónsobre el onjunto de vérties, en este aso, del polígono p. Cada uno de los segmentos puedeperteneer a lo sumo a 2 onvexos, por lo que al sumar Pi=1 ni �6k - 12 = �(k), donde nies la antidad de segmentos que onstituyen la frontera de i-ésimo polígono onvexo, oni=1...Veamos ahora el tiempo t que onsume realizar todas las interseiones, donde P1 y P2,de k1 y k2 vérties, quedan partiionados en 1y 2 onvexos respetivamente:t=P1i=1P2j=1 t1i2j , donde t1i2j es el tiempo que onsume la interseión del polígono i-ésimo de P1 y el j-ésimo de P2.t=P1i=1P2j=1�(n1i + n2j ), ya que habíamos visto que el algoritmo de interseión depolígonos onvexo es de orden lineal, donde n1ies la antidad de segmentos que tiene elpolígono i-ésimo de P1, y n2jes la antidad de segmentos que tiene el polígono j-ésimo deP2.t�P1i=1P2j=1 te(n1i + n2j )==te(P1i=1P2j=1 n1i+Pi=1Pj=1n2j)==te(P2j=1P1i=1 n1i+P1i=1P2j=1n2j)==te(P2j=1�(k1)+P1i=1�(k2))==te1�2 �k1+te2�1�k2, esta última igualdad se debe a la propiedad antes desrita, pág.34.t� te1�k2 � k1+te2�k1 � k2 = �(k1k2).Por lo que podemos deir que el problema es de orden uadrátio.Lqqd.Algoritmo:



CAPÍTULO 3. FORMACIÓN DE LA PARTICIÓN CONVEXA. 35Entrada de datos: P1 y P2 polígonos simples.Salida del algoritmo: Si o No.P1 Partiionar los polígonos P1 y P2 en onvexos obteniendo C1 y C2P2 8p1i2C1 y 8p2j2C2 haer:P2.1 if( Se intersetan p1i y p2j)P2.1.1 retorna SiP3 retorna No-Envoltura onvexa de un onjunto de puntos o polígono no onvexo: Se entiende porenvoltura onvexa al menor polígono onvexo, o sea, el de menor área, que ontiene todoslos puntos dados por datos. El osto temporal de este algoritmo es �(n logn) por lo que esmuy e�iente, donde n es la antidad de puntos de la entrada.Algoritmo:Entrada de datos: Conjunto de puntos en el plano.Salida: Envoltura onvexa.P1 Ordenar los puntos por las X�s.P2 Formar un segmento s on el primer y último puntoP3 Para ada punto p que está sobre s, tomados de mayor a menor X haer:P3.1 if( Giro( anterior de p, p, siguiente a p) == dereha )P3.1.1 Elimino pP3.1.2 p = anterior a pP4 Para ada punto p que está bajo s, tomados de mayor a menor X haer:P4.1 if( Giro( anterior de p, p, siguiente a p) == dereha )P4.1.1 Elimino pP4.1.2 p = anterior a pP5 Formar un polígono P on los puntos que quedaron sobre el segmento y adiionarlelos que quedaron por debajo, en ese orden.P6 Retornar P-Eliminaión de hueos en forma de polígonos onvexos dentro de un polígono simple:



CAPÍTULO 3. FORMACIÓN DE LA PARTICIÓN CONVEXA. 36Este algoritmo resuelve la partiión de un polígono simple on hueos en su interior, que eneste aso son onvexos, en un onjunto de polígonos sin hueos, entre los uales se enuentranlos polígonos onvexos dados omo datos. Su osto temporal es �(n logn) por lo que tambiénes muy e�iente. Para esto hay que utilizar un método de ordenaión interna uyo ordensea �(n logn), además de una estrutura de ordenaión que permita inserión, borrado,reuperaión de informaión en tiempo �(logn), por lo que la estrutura adeuada debe serun árbol binario balaneado de búsqueda en alguna de sus implementaiones.Algoritmo:Entrada de datos: Polígono ontenedor, lista de polígonos onvexos que onstituyenlos hueosSalida: Conjunto de segmentos Cs que partiionan al ontenedor.P1 Realizar un barrido del plano donde los eventos son los puntos de todos los polí-gonos involurados, estos ourren ordenados por su X. Llamemos PE al polígono externo oontenedor y PH al onjunto de hueos, además llamemos A al árbol binario de búsquedautilizado para almaenar los segmentos involurados en ada paso del barrido. Para adaevento p haerP1.1 Insertar él o los segmentos uyo punto de menor X es p en AP1.2 If( p es el primer punto a insertar de algún polígono interno )P1.2.1 Cs = Cs S{ segmento ( p, evento anterior ) }P1.3 Eliminar de A el o los segmentos uyo punto de mayor X es p// De esta forma quedan enlazados todos los primero puntos de todos los hueos.P2 Realizar el mismo proeso desde P1, pero esta vez teniendo en uenta que se haeel barrido de mayor a menor por las X.// De esta forma quedan enlazados todos los últimos puntos de todos los hueos. Porlo que todos los hueos quedan onetados de alguna forma on algún otro polígono.Observemos que si todos los hueos quedan onetados por su menor y mayor oordenadaX a otros polígonos, que puede ser este el exterior o alguno interior, que a su vez estaráonetado direta o indiretamente on el polígono exterior, entones tenemos que no habráningún polígono que quede omo un hueo aislado, por lo que ha quedado dividido el polígonoexterior en polígonos no onvexos y onvexos, entre estos últimos se enuentran los mismos



CAPÍTULO 3. FORMACIÓN DE LA PARTICIÓN CONVEXA. 37hueos.

Figura 3.5: Muestra de omo se enlazan los polígonos al eliminar los hueos.-Búsqueda de soluiones enteras para partiionar un polígono onvexo que ontiene dospolígonos onvexos en su interior(hueos), on vérties enteros, en dos polígonos onvexostal que ada uno de ellos ontenga un hueo onvexo: Este algoritmo onsiste en separardos polígonos onvexos ontenidos dentro de un terer onvexo, para lo ual se busa unsegmento, uyos vérties tengan oordenadas enteras y estén sobre la frontera del polígonoexterno, tal que ontenga a ada lado un polígono de los internos.Algoritmo:Entrada de datos: Polígono exterior PE, polígonos interiores p0, p1.Salida: Si existe o No y el segmento que divide a PE en dos partes en aso de existir.P1 Busar un par de retas r0, r1 tal que r0, r1 son las retas que pasan por un vértiede p0 y uno de p1 tal que si ada uno de los vértie de p0 quedan sobre o a un lado de lareta, entones los de p1 quedan sobre o a al otro lado de la misma. Lo antes expliado semuestra en la �g.3.6. Ver el resultado que muestra la existenia de r0 y r 1, pág.38.P2 if(r0 == r1)P2.1 Hallar interseión de r1 on la frontera de PE, obteniendo pt1, pt2.P2.2 if( pt1 y pt2 tienen oordenadas enteras )P2.2.1 retornar el segmento pt1, pt2else



CAPÍTULO 3. FORMACIÓN DE LA PARTICIÓN CONVEXA. 38P2.2.2 retornar No.else// Queda dividido PE en 4 uadrantes, nombrémoslos C0, C1, C2, C3, dondequedarían p0 en C0 y p1 en C2, de forma alterna.P2.3 Obtener los onjuntos F0, F1 de puntos frontera de oordenadas enteras en C1y C3, donde F0 es de menor ardinalidad.P2.4 Para ada punto de F0, f0ihaerP2.4.1 Realizar una búsqueda binaria sobre los puntos de F1, de un punto f1 talque el segmento (f0i , f1), donde la relaión de ordenaión sobre los puntos de F1 establee:f1j< f1ksi el segmento (f0i , f1j ) orta a p0 y el segmento (f0i , f1k) no, o si el segmento (f0i , f1j )no orta a p1 y el segmento (f0i , f1k) sí. Terminar uando se haya enontrado el punto f1, opara el menor punto f1j y el mayor2 f1kque no sean omparables mediante <.P2.4.2 if( Se enontró f1)P2.4.2.1 retornar el segmento (f0i , f1)P2.5 Retornar NoResultado: Siempre que existan dos polígonos onvexos p0, p1 que no se interseten, esposible enontrar r0 y r1 tales que r0, r1 son las retas que pasan por un vértie de p0 y unode p1 tal que si ada uno de los vértie de p0 quedan sobre o a un lado de la reta, entoneslos de p1 quedan sobre o al otro lado de la misma.Demo: Esto se puede ver si tomamos una reta ualquiera y al estableer un sentidode direión sobre la misma tenemos p0 a un lado y p1 al otro, lo ual siempre es posiblepor no haber interseión entre p0 y p1, o lo que es lo mismo, son separables uno de otro.Esojamos un punto ualquiera pr0 sobre la reta y rotémosla sobre este punto hasta quetoque en algún punto a p0 o a p1, digamos que toa primero a p0, sin perder generalidad.Ahora tomemos pr1 omo el punto de ontato entre la reta y p0, el más alejado a pr0 enaso que existan varios y rotemos la reta sobre el punto pr1 hasta toar a p1 en un puntodigamos pt1, entones tenemos una reta que la llamaremos r0 que es la reta que pasa por2En este aso el menor y el mayor haen referenia al menor y mayor elemento que se manipulan al haeruna búsqueda binaria.



CAPÍTULO 3. FORMACIÓN DE LA PARTICIÓN CONVEXA. 39pr1 y pt1. Para enontrar la otra reta sólo tendríamos que rotar al iniio la reta esogidaen el otro sentido sobre pr0 y obtendríamos de forma similar la reta r1, sólo que en aso enque los polígonos se toquen en algún punto, lo ual aeptamos omo posible, quedaría r0=r1= reta seleionada en un prinipio.Lqqd.Este algoritmo pudiera tener un osto temporal elevado debido a que su soluión dependede la antidad de puntos enteros que aparezan en los segmentos que onforman al polígonoexterno, aun así, se puede entrar a onsiderar que mientras mayor sea esta antidad, mayorserá la probabilidad de enontrar un segmento que satisfaga la soluión de este problema.Además, no depende su tiempo de la antidad de objetos que aparezan en nuestro espaio.De las implementaiones obtenidas del mismo podemos deir que ha funionado en un tiemposatisfatorio. Con respeto a su osto espaial podemos ver que si almaenamos los puntosen una forma onjuntual implíita, la memoria neesaria sería de un orden onstante.
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a analizar.Figura 3.6: Separaión de dos hueos en el interior de un onvexo, usando un segmento onextremos enteros.
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Capítulo 4Apliaiones de la partiión onvexa.
4.1 Consultas en el plano.Este tipo de onsultas son las que se realizan desde una vista superior del mapa de unaiudad, de la misma forma en que se fueron adiionando los objetos ontenidos en la misma.Aquí podemos destaar la identi�aión de objetos en un punto determinado o en una zonaque quede ontenida en un polígono.La identi�aión de objetos en un punto determinado no es más que la loalizaión dediho punto en la onvex DCEL, uyo algoritmo fue visto en el ep.3.3, de forma tal queobtengamos la región a la que pertenee y posteriormente hequear si el punto se enuentraen el interior del objeto existente en esa región, si la región no es vaía. De no enontrarseen el interior del objeto o estar vaía la región, no se identi�a objeto alguno. Mediante estaonsulta podemos preguntarnos por algun edi�io en espeí�o y ver sus araterístias.La identi�aión de objetos en una determinada zona onsiste en realizar el ubrimientodel polígono ontorno de la zona en la estrutura (Ver algoritmo de ubrimiento en una onvexDCEL en el ep.3.3) y posteriormente hequear la interseión de la zona on los objetosontenidos en el interior de las regiones del ubrimiento. Todos los objetos intersetadosonstituyen los identi�ados dentro de esa zona. Esta onsulta es útil uando queremossaber, por ejemplo, las manzanas afetadas por una inundaión en una zona determinada.41



CAPÍTULO 4. APLICACIONES DE LA PARTICIÓN CONVEXA. 424.2 Trabajo en terera dimesión.4.2.1 Algoritmos 2-d usados para el trabajo en terera dimensión.-Ordenaión "front-end" desde un punto determinado de las regiones de la onvex DCEL:Este algoritmo onsiste en estableer ierto orden entre las regiones que se enuentren dentrode un ángulo determinado teniendo omo vértie al punto p, de forma tal que si una regiónr1 se enuentra detrás de otra r0 on respeto a un punto p, r1 se analiza después de r0, dadaualquier direión y el punto p, se puede estableer un orden topológio entre todas lasregiones que quedan involuradas en esa direión. Esto se basa en un resultado demostradoen el ep.2.2, lo ual signi�a que desde el punto p se puede determinar si una región estádetrás de ualquier otra, o no tienen relaión alguna. El osto temporal de este algoritmo eslineal, �(n) donde n es la antidad de objetos involurados. Esto se debe a que la antidad deregiones es también �(n) omo habíamos demostrado anteriormente, por lo tanto al visitarada región un número aotado de vees se puede deir que el orden es lineal. Para estealgoritmo utilizaremos una ola Q.Algoritmo:Entrada de datos: La onvex DCEL, el punto p, el vetor de direión v y un ánguloa tal que v bisea el ángulo a.Salida: Lista L de regiones donde se umple que si ri�rj entones ri preede a rj.P1 reg = Loalizar p en la estrutura //reg será la región donde se enuentre el mismo.P2 Insertar en Q las regiones veinas a reg que se enuentren dentro del ángulo aP3 while( Q no vaía ) haerP3.1 Insertar el elemento abeza de Q (ri) en L, y extraerlo de QP3.2 8región rj adyaente a ri tal que ri�rj haerP3.2.1 if( rj queda dentro del ángulo a && 8rk tal que rk� rj se umple que rkestá en L ) P3.2.1.1 insertar rj en Q



CAPÍTULO 4. APLICACIONES DE LA PARTICIÓN CONVEXA. 43Este algoritmo obviamente terminará porque la antidad de regiones es �nita, además alenontrarse on los límites del espaio no se puede ontinuar en esa direión.-Interseión entre poligonales monótonas: Consiste en intersetar dos poligonales planasy monótonas on respeto al eje X, p0, p1, de forma tal que se obtenga una poligonal queeste desrita por la siguiente euaión: 8x, f(x)=min(p0(x), p1(x)). El osto temporal es�(n0+n1) donde n0 y n1 son las antidades de segmentos que omponen a p0 y p1 respe-tivamente. Aunque su osto temporal es elevado, para poligonales on poa antidad desegmentos omo en nuestro aso, tiene un omportamiento aeptable. Podemos asumir quep0 aota superior e inferiormente a p1 por las X, o sea, la menor X de p0 es menor que lamenor X de p1 y lo orrespondiente ourre on la mayor.Algoritmo:Entrada de Datos: Dos poligonales monótonas p0 y p1.Salida: Poligonal p que onstituye la interseión de las dos de la entrada.P1 Haer búsqueda binaria de la X del primer punto de p1 para ver en que segmentos de p0 orrespondeP2 Busar ual poligonal está por enima(menor Y) en ese valor de X.P3 Haer un barrido del plano sobre p0, a partir del segmento s, y p1, donde loseventos son los vérties de ambas poligonales. Llamemos s0 al segmento que omienza on elúltimo vértie analizado de p0 y Llamemos s1 al segmento que omienza on el último vértieanalizado de p1. Para ada evento haer:P3.1 Insertar en p el punto al ual se avanzó en el último evento si este pertenee ala poligonal que está por enimaP3.2 if( Se intersetan s0 y s1 en el punto pt)P3.2.1 Insertar el vértie pt en pP3.2.2 Cambiar la poligonal que está por enima4.2.2 Visualizaión tridimensional.



CAPÍTULO 4. APLICACIONES DE LA PARTICIÓN CONVEXA. 44

0

1 2

3 4 6
57

8

9 1011

Líneas que limitan el
ángulo de visión.

Posición del observador.Figura 4.1: Ordenaión de las regiones del plano.

p0

p1

Poligonal resultante.Figura 4.2: Interseión de poligonales.



CAPÍTULO 4. APLICACIONES DE LA PARTICIÓN CONVEXA. 45-Visualizaión en 3 dimensiones de un onjunto de prismas en una partiión onvexa:Consiste en mostrar los objetos de la iudad en forma de prismas retos y rear una listade poligonales donde ada poligonal representa el área de pantalla que se ha utilizado pararepresentar los objetos, hasta el momento en que fue insertada en la lista. Este algoritmotiene un osto temporal de orden �(n) donde n es la antidad de objetos involurados en laestrutura. Para este algoritmo utilizamos la ordenaión de las regiones del plano ya que unavez que tenemos las regiones ordenadas, al ser onvexas las mismas y además por ser retoslos prismas a representar, podemos deir que se umple la misma ordenaión para las regionesque para todas las aras de diferentes objetos a representar en 3-d . Esto proporiona unagran ventaja ya que estas ordenaiones normalmente de un orden �(n logn).Algoritmo:Entrada de datos: La onvex DCEL, el punto p, el vetor de direión v y un ánguloa tal que v bisea el ángulo a.Salida: La lista LP de poligonales, la visualizaión de los objetos.Utilizar una pila P para pintar los prismas de atrás haia adelante.P1 Insertar la poligonal que equivale al borde inferior de pantalla en LPP2 Obtener L = ordenaión de las regiones de la estrutura dado el punto p, el vetorv y el ángulo a de visualizaión.P3 8región r que está en L haer: //Se va tomando r de auerdo al orden en LP3.1 if(r no es vaía )P3.1.1 Obtener la perspetiva del objeto o ontenido en rP3.1.2 Obtener el prisma que se visualiza de o e insertarlo en la pila PP3.1.3 Obtener la poligonal pp que onstituye la parte superior del prismaP3.1.4 Insertar en PL la interseión de la última poligonal insertada en PL y ppP4 while( P no este vaía ) haer:P4.1 Pintar en pantalla el prisma que representa el objeto en el tope de la pila yextraer el mismoEl algoritmo antes expuesto pudiera aprovehar la estrutura de poligonales para realizar



CAPÍTULO 4. APLICACIONES DE LA PARTICIÓN CONVEXA. 46un pintado en pantalla más e�iente desde el punto de vista de que las zonas solapadasen pantalla se pintan varias vees según este algoritmo. Pudiéramos introduirnos en unalgoritmo más omplejo y ver que resultados trae.4.2.3 Consultas y modi�aiones del mapa desde una vista tridi-mensional.-Loalizaión de puntos sobre la visualizaión tridimensional: Consiste en loalizar unpunto determinado de la pantalla, mostrando una visualizaión tridimensional, o sea, vera que objeto pertenee un punto determinado. Este algoritmo tiene un osto temporal�(log2 n) donde n, en este aso, es la antidad de objetos que se han mostrado en pantalla.Es fáil llegar a esta onlusión al ver que todo lo que se realiza es una búsqueda binariadentro de otra. Este algoritmo nos muestra una gran rapidez al efetuar onsultas sobrela vista tridimensional de la iudad y es uno de los mayores logros que se han obtenidoon este proyeto. Su orden de osto temporal puede ser reduido aun más hasta �(logn),almaenando un poo más de informaión.Algoritmo:Entrada de datos: Lista de poligonales, lista de prismas en la visualizaión, punto pa loalizar.Salida: Objeto seleionado.P1 Haer una búsqueda binaria sobre la lista ordenada de poligonales de forma talque se obtenga exatamente debajo de qué poligonal Parr se enuentra. Para busar si elpunto se enuentra enima o debajo de una determinada poligonal Pi, haer:P1.1 Haer una búsqueda binaria en Pi según la oordenada X de p y omparar onel segmento de la poligonal que omprende esta oordenada X.P2 if(p pertenee al polígono frontera del prisma que generó la poligonal Parr )P2.1 retornar objeto uya perspetiva es el prisma analizadoelseP2.2 retornar NULL



CAPÍTULO 4. APLICACIONES DE LA PARTICIÓN CONVEXA. 47Esta loalizaión nos permite identi�ar un edi�io determinado dentro de una visualiza-ión tridimensional, de esta forma podemos ver sus araterístias, atributos y propiedades,y además, modi�ar las mismas, de forma tal que se permita una interaión muho mayoron la iudad. Por ejemplo, podemos seleionar un edi�io determinado y ambiar su altura,lo ual permite simular ambios en una iudad desde una representaion más realista.4.3 Robustiidad.De estos algoritmos, omo de ningún otro algoritmo geométrio, se puede asegurarque sean ompletamente robustos, por lo que se han implementado teniendo en uenta unainmensa asuístia, re�riéndome al gran número de asos partiulares que pueden surgir de losdatos del problema a resolver y su interaión on las estruturas de datos almaenadas. Unavez terminados, estos algoritmos fueron probados on un gran número de asos por diferentespersonas perteneientes al grupo y en algunos asos usando ejemplos reados aleatoriamente.Además, un gran número de estos algoritmos es empleado en la implementaión de otrosalgoritmos, por lo que de esta manera son sometidos a prueba un número de vees del ordende los miles.
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Perspectiva de los prismas que se muestra por pantalla.

Poligonales en que se va particionando el área de pantalla.Figura 4.3: Regiones y prismas en pantalla dado una visualizaión tridimensional.



Capítulo 5Diseño del sistema.
5.1 Qué hae el sistema?Hasta el momento el sistema uenta on una serie de algoritmos implementados en dosprogramas diferentes. Estos algoritmos inluyen los desritos anteriormente y otros más,que pueden no haber sido desritos por ser de una menor omplejidad, las variaiones quepuedan haber entre las implementaiones y los algoritmos, se deben preisamente a detallesde implementaión, los uales no entraré a expliar pues no reo que sean de gran interés.Uno de estos programas trata on los objetos del mapa en el plano. Para esto se utilizauna lase que implementa una estrutura onvex DCEL. Hasta el momento se asume que losobjetos son edi�ios dentro de la iudad, esto lo haemos para mayor simpliidad a la horade probar otros algoritmos omo el de visualizaión en 3-d, loalizaión de puntos, et. Enrealidad lo que se pretende representar, en versiones futuras y más eranas a un SIG real,son las manzanas de la iudad, las uales en su interior tendrían a su vez una estruturaonvex DCEL en la que quedarían ontenidos los edi�ios. La interfaz que proporiona esteprograma permite insertar edi�ios en la estrutura, eliminarlos y ambiar sus araterístias.Se muestran los edi�ios omo polígonos que desriben la forma de su base y se muestraademás la estrutura onvex DCEL, lo que permite ver de forma inremental omo se vareando diha estrutura. Evidentemente este programa es tan sólo utilizado para probarlos algoritmos, pues la informaión de la onvex DCEL es ompletamente transparente para49



CAPÍTULO 5. DISEÑO DEL SISTEMA. 50un usuario. Por último permite realizar optimizaiones en la estrutura, salvarla en diso yreuperar o argar alguna estrutura previamente salvada.El otro programa es el enargado de trabajar on la representaion en 3-d de la iudad,espeí�amente el onjunto de edi�ios almaenados en el mapa, el ual debe haber sidoonstruido y salvado on anterioridad utilizando el programa para trabajar on el mapade forma plana, que es el desrito anteriormente. Este programa permite una visualizaióntridimensional de la iudad desde un punto de observaión y además ierto movimiento dentrode la estrutura. Aunque realmente hay muho que trabajar on respeto a la perspetivautilizada, preisión y a los movimientos dentro del espaio, muestra lo su�iente para veri�arla e�ienia y robustiidad on que funionan los algoritmos antes expliados. Tambiénpermite loalizar o identi�ar puntos dentro del espaio tridimensional, y seleionar edi�iosdentro del mismo, a los uales se les puede realizar ambios en sus propiedades. Esta últimafunionalidad permite una gran interatividad on la estrutura, ya que se pueden modi�arlos objetos tal y omo son vistos en la vida real, por ejemplo modi�ar la altura o el olorde un edi�io determinado. Como es lógio, al permitir modi�aiones en la estrutura, seda la posibilidad de salvar y reuperar la estrutura.Valdría la pena destaar que en los métodos utilizados para alular la perspetiva de losobjetos, se haen algunos álulos on operadores de punto �otante, pero la menor antidadde vees posible, para aprovehar al máximo las propiedades de la estrutura al habersetrabajado on una aritmétia de enteros.
5.2 Lenguaje de programaión en el que fue realizado elproyeto y biblioteas empleadas.El proyeto, inluyendo los programas antes expliados y en general la implementaión delos algoritmos se realizo en C++ utilizando el ompilador Visual C++ 5.0. Para las estru-turas de datos senillas se utilizaron los arreglos dinámios y las listas doblemente enlazadasCArray y Clist respetivamente de la bibliotea de lases MFC(Mirosoft Foundation Clas-



CAPÍTULO 5. DISEÑO DEL SISTEMA. 51ses). Ambos programas onstituyen proyetos basados en MFC por lo que se utilizan de estabibliotea las lases de ventanas que onstituyen la interfaz del proyeto, ya sean ventanasprinipales, ajas de diálogo omunes, et. Además se utilizan algunos objetos geométriossenillos que brinda esta bibliotea omo es la lase CPoint, on la ual se tratan los puntosen las funiones geométrias.
5.3 Desripión de las lases prinipales del sistema.Clases empleadas, propiedades y atributos, expliaión de su utilizaión, operaiones sobrelas mismas y relaión entre ellas:CPolygon: Clase que desribe un polígono simple.Atributos:Points Lista de vérties del polígono, es un arreglo de CPoint.Count Cantidad de vérties que forman el polígono.Construtores: Tiene un onstrutor que rea el polígono a partir de una lista de puntos,y además tiene omo parámetros dos indiadores que estableen si se quiere haer el hequeode simpliidad del polígono y que sus puntos estén ordenados en sentido ontrario a lasmaneillas del reloj.Funiones:Convy Retorna una lista de polígonos onvexos que onstituyen la partiión del polígonoen uestión en onvexos. Además retorna, por si se neesita, los segmentos que partiionanel polígono.GetConvex Implementa el algoritmo de envoltura onvexa visto en el ep.3.4.Interset Implementa el algoritmo de Interseión de polígonos visto en el ep.3.4.Inside Veri�a si un punto determinado se enuentra en el interior del polígono o no.Write Es la enargada de salvar la región para diso, el polígono se salva a sí mismo, sele pasa una omo parámetro referenia al �hero donde debe salvarse.Read Es la enargada de reuperar la región desde diso, el polígono se reupera a símismo, se le pasa omo parámetro una referenia al �hero donde debe salvarse.



CAPÍTULO 5. DISEÑO DEL SISTEMA. 52CConvex: Clase que desribe un polígono onvexo. Hereda de la lase CPolygondado que es un aso partiular de la misma.Atributos:Tiene los mismos atributos heredados.Construtores: Tiene un solo onstrutor que funiona de igual manera que el onstrutorde la lase CPolygon, sólo que adiiona la posibilidad de hequear si el polígono es onvexo.Funiones:Inside Realiza la misma funión que en la lase padre, pero la sobresribe para omputarlaapropiadamente.Interset Realiza la misma funión que en la lase padre, pero la sobresribe implemen-tando así el algoritmo de interseión de polígonos onvexos visto en el ep.3.4.CBlok: Es la lase que desribe una manzana de la iudad. No entraremos endetalles porque momentáneamente es tratada omo un solo edi�io, en vez de ser una onvexDCEL que desriba su interior omo varios edi�ios. Un edi�io ontiene un polígono quedesribe su base, una altura, un olor, entre otras araterístias.CVertex: Es la lase que desribe los vérties de la DCEL.Atributos:X Coordenada X de tipo entera.Y Coordenada Y de tipo entera.Edge Enlae a una arista que ontenga el vértie Edge omo origen, de tipo Posiión1 .Construtores: Consta de dos onstrutores, uno que rea el vértie a partir de susoordenadas X y Y, y otro que lo rea a partir de un bu�er que ontiene la informaión desus atributos. Este último usado para rearlo a partir de la informaión almaenada en un�hero.Funiones:Size Es una funión de tipo stati que retorna el tamaño del bu�er de datos neesariopara salvar y reuperar sus datos.GetData Se le pasa un puntero a un bu�er donde guarda sus datos.1Es una referenia a una medio-arista de la lista.



CAPÍTULO 5. DISEÑO DEL SISTEMA. 53CHalfEdge: Es la lase que desribe las medio-aristas de la DCEL.Atributos:V vértie origen de la medio-arista, de tipo CVertex*.Cw es la referenia a la medio-arista que se enuentra próxima en sentido de las maneillasdel reloj y que tiene omo origen también al mismo vértie V, de tipo Posiión.Cw es la referenia a la medio-arista que se enuentra próxima en sentido ontrariode las maneillas del reloj y que tiene omo vértie destino el mismo vértie destino que lamedio-arista en uestión, de tipo Posiión.Reg referenia a la región que está a su dereha partiendo del vértie V, de tipo CRegion*.La referenia a su medio-arista asoiada no se inluye en los atributos pues esta refereniaqueda implíita en la posiión en que se guardan las medio-aristas en la lista que se enuentraen la DCEL. Ver la lista de aristas en la lase DCEL.Construtores: Tiene dos onstrutores, uno que rea la medio-arista a partir de unvértie y otro que la rea a partir de un bu�er on los datos almaenados, para poderla reara partir de la informaión almaenada en un �hero.Funiones:Size Idéntia a la de la lase CVertex.GetData Idéntia a la de la lase CVertex.CRegion: Es la lase que desribe las regiones de la DCEL.Atributos:Edge Enlae a una arista que sea límite de la región en uestión, de tipo Posiión.Blok Enlae al objeto ontenido dentro de la región, de tipo CBlok.Construtores: Tiene dos onstrutores, uno que rea la región teniendo en uenta lamedio-arista que tiene asoiada y el otro que la rea a partir de una referenia a un �herodonde se enuentra la informaión.Funiones:WriteTo Es la enargada de salvar la región para diso. Al igual que se reupera a símisma, se salva a sí misma. Se le pasa omo parámetro una referenia al �hero donde debesalvarse.CDCEL: Es la implementaión de la estrutura DCEL.



CAPÍTULO 5. DISEÑO DEL SISTEMA. 54Atributos:List Es la lista que ontiene las medio-aristas, las medio-aristas asoiadas guardan lasiguiente relaión: Se enuentran en posiiones onseutivas, al ser guardadas por pares,la primera que se inserta en la lista tiene una posiión par y la segunda la posiión imparsiguiente. Al tratar la lista omo un arreglo omo lo hemos heho hasta ahora se puede deirque a partir de la posiión pos de una arista su asoiada se enuentra en pos xor ( pos and1 ), lo ual onstituye una forma muy rápida de tener aeso a la asoiada.Construtores: Tiene uno que rea la estrutura vaía.Funiones:Insert Implementa el algoritmo de inserión de aristas visto en el ep.3.1.5.Remove Implementa el algoritmo de borrado de aristas visto en el ep.3.1.5.Write Implementa el algoritmo de salvar visto en el ep.3.1.5.Read Implementa el algoritmo de reuperar visto en el ep.3.1.5.CCDCEL: Es la lase que implementa una onvex DCEL. Hereda de la lase CD-CEL.Atributos:Tiene los mismos atributos heredados.Construtores: Tiene uno que rea la estrutura vaía.Funiones:Loate Implementa el algoritmo de loalizaión de un punto determinado en una onvexDCEL, visto en el ep.3.3.Cover Implementa el algoritmo de ubrimiento de un polígono simple por regiones de laonvex DCEL, visto en el ep.3.3.Insert Implementa el algoritmo de inserión de polígonos onvexos en una onvex DCEL,visto en el ep.3.3.CBlokSpae: Es la lase que desribe el mapa de manzanas, no es más queuna onvex DCEL donde las regiones son manzanas, de tipo CBlok.CVetor: Es la lase que de�ne un vetor en el plano.Atributos:



CAPÍTULO 5. DISEÑO DEL SISTEMA. 55P1 Vértie origen del vetor, de tipo CPoint.P2 Vértie destino del vetor, de tipo CPoint.Construtores: Tiene uno sólo que rea el vetor a partir de dos puntos.Funiones:Ño tiene funiones por el momento.CRay: Es la lase que desribe un rayo en el plano.Atributos:P1 Vértie origen del rayo, de tipo CPoint.A, B, C Son los valores que orresponden a la euaión anónia de la reta2 que ontieneal rayo en uestión, son de tipo entero.AB_hyp Es una aproximaión a la longitud de la hipotenusa de un triángulo retángulo,donde A y B son las longitudes de los atetos. Es usada un gran número de vees, omo esel aso en que se quiere saber la distania de un punto al rayo en uestión, por esto es quese alula y se onserva su valor, su álulo es ostoso debido a que implia operaiones depunto �otante.Construtores: Tiene un onstrutor, se rea a partir de un vetor que onstituye unaporión de longitud �nita del rayo en uestión.Funiones:Ño tiene funiones por el momento.CPolygonal: Es la lase que desribe una poligonal monótona on respeto aleje de las X.Atributos:Points Lista de vérties de la poligonal, es un arreglo de CPoint.Count Cantidad de vérties que forman la poligonal.Construtores: Tiene un solo onstrutor que rea la poligonal a partir de una lista depuntos.Funiones:Find Loaliza que segmento de la poligonal omprende la oordenada X pasada omoparámetro.2La euaión anónia de la reta se esribe: Ax + By + C = 0.



CAPÍTULO 5. DISEÑO DEL SISTEMA. 56Merge Implementa el algoritmo de interseión de poligonales visto en el ep.3.4.CPrism: Es la lase que desribe un prisma, básiamente se basa en un polígonoque desribe la frontera de su perspetiva y algunos otros detalles que se quieran mostrardel prisma que representa, tales omo aristas que se ven, et.C3dBlokSpae: Es la lase que desribe el mapa de la iudad desde un puntode vista tridimensional. Hereda de CBlokSpae.Atributos:Viewer_pos Posiión en que se enuentra el observador dentro de la iudad, de tipoCPoint.Viewer_heignt Altura on respeto al nivel del mar de diho observador, de tipo entero.Viewer_ang India uál dentro de un rango de ángulos posibles es el direión haiadonde mira diho observador, de tipo entero.Construtores: Tiene un onstrutor que rea la estrutura vaía.Funiones:GetPerspetive Método privado que alula un polígono que onstituye la representaiónen perspetiva del polígono pasado omo argumento a la funión, llevado a las oordenadasde pantalla.GetPerspetive Método privado que alula un punto que onstituye la posiión en lapantalla que ouparía un punto de la iudad llevado a perspetiva.Show Implementa el algoritmo de visualizaión en 3 dimensiones de la iudad, visto enel ep.3.4.Loate Implementa el algoritmo de loalizaión de puntos sobre una visualizaión tridi-menional, visto en el ep.3.4.
5.4 Mejoras que se pueden introduir en el diseño delsistema.



CAPÍTULO 5. DISEÑO DEL SISTEMA. 57Debido a la forma en que se fue desarrollando el sistema, a la forma en que se imple-mentaron los algoritmos y guiados por su failidad para probarlos, el diseño de lases no esel más apropiado realmente, por lo que se podrían realizar algunos ambios omo: la laseCPolygon pudiera heredar de la lase CPolygonal debido a que tienen una gran antidadde araterístias en omún, además está laro que un polígono simple puede verse omoun tipo partiular de poligonal errada. Haer varios arreglos para que realmente se puedaajustar la onvex DCEL al interior de las manzanas también, entre los que habría que haeruso de la generiidad y el polimor�smo.



Capítulo 6Conlusiones y propuestas.
Al analizar los resultados obtenidos después de la implementaión de estos algoritmos,podemos estar satisfehos de hequear que su funionamiento ha sido tan bueno omo quisi-mos en un prinipio. A pesar de haber tropezado on un gran número de detalles que haenun poo más ompliada la implementaión, que el algoritmo en sí, hemos logrado implemen-tar los algoritmos tal y omo fueron desritos, alanzando muy buenos tiempos de ejeuiónde los mismos. El propio diseño de los algoritmos lo onsideramos un logro fundamental, queen onjunto on la estrutura de datos (objetivo prinipal de este proyeto), han dado unresultado realmente satisfatorio. Esto, omplementado además por la aritmétia empleada,la ual proporiona una gran rapidez en la ejeuión de las funiones, y en ierta medida,un menor grado de problemas de preisión. Los resultados obtenidos son alentadores a laontinuaión del trabajo para llegar hasta el desarrollo total de esta y tantas otras partes deun SIG urbano que oniernen al desarrollo dentro de la Geometría Computaional y otrosampos.Como mejoras al trabajo que se ha realizado, se pueden efetuar, primeramente, algunosambios del diseño del sistema omo vimos en el apítulo orrespondiente, y perfeionarvarios aspetos de implementaión de los algoritmos tratados, en busa de que todos lle-guen a alanzar su ota mínima en uanto a osto temporal y espaial. Además, lograron estos obtener las soluiones optimas, omo es el aso de obtener la menor antidad deregiones vaías en la estrutura, para lo ual habría que trabajar en la inserión de objetos58



CAPÍTULO 6. CONCLUSIONES Y PROPUESTAS. 59y optimizaión de la estrutura.Como trabajo futuro, podemos ampliar nuestros objetivos y ontinuar en varios aspetosomo son el tratamiento de varias partes del SIG en forma de multiapas, para poder inor-porar a nuestro sistema otras muhas funionalidades tales omo el relieve, las vías, redesténias, et. Inluso pretendemos trabajar on otras estruturas que se pudieran inluir enla misma apa, omo son los puentes, riveras de ríos y anales, túneles, et.Otros aspetos que opino que se deben desarrollar es la reaión de rutinas enargadasde realizar el hequeo de integridad de las estruturas de datos; así omo la reaión derutinas que hequean la robustiidad de los algoritmos implementados. Esto permite no sólola deteión de errores a la hora de ir implementando los diferentes algoritmos usados enel sistema, sino también aminar on pasos más seguros y �rmes, osa que no es del todoposible uando tratamos on algoritmos que presentan una elevada omplejidad.
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